Komplexa tal 2015

Komplexa tal ar en konstruktion av tva reella tal och en symbol j av typen z = a + jb, som lyder de vanliga
raknelagarna, tex den distributiva lagen, den associativa lagen osv. med det viktiga tilldgget att:

For ovrigt kan jb uppfattas som "j ganger b".

Exempel
Bestdm z,z, om z; =2+j5 och z, =4-j6.

Lésning
2,2, =(2+j5)4—-j6)=2-4-2-j-6+j-5-4—j% 5.6 = 8—j12 +j20 —(~1)-30 =38 + j8

| uttrycket z =a+ jb kallas a det komplexa talets realdel och b det komplexa talets talets imaginardel
Detta skrives Rez=aresp. Imz=Dh.

Observera att realdelen och imaginérdelen &r reella tal!

Omz=a+jb kallas talet a - jb komplexkonjugatet till z och betecknas 7 .

Exempel
Bestim 22 med z; och 2 enligt foregaende exempel.
Z1

Ldsning

i i i i i -2 . _ i
Z2 =4—J_6 = (férlangmed komplexkonjugatet)= (2 1_5)(4 16) _8 1122 J29+2J 30 _—22-j32
z, 2+j5 (2-j5)2+j5) 22 —(j5) 4—(-25)
_-22-j32 22 .32
29 29 " 29

Har sag vi i namnaren exempel pa att z -z &r ett reellt tal. Detta galler allmant ty

z=a+jb = z-7=(a+jb)a—jb)=a%—(jb)* =a® —(—b2)=a2 +b?

Eulers formel

Detta samband kallas Eulers formel.

el? =cosp+ jsing




Det komplexa talplanet

Eftersom komplexa tal har tvd "komponenter" kan varje punkt i

det reella talplanet identifieras med ett komplext tal, varvid vi far

det komplexa talplanet.

x- och y-axlarna évergar da till att vara realaxel resp.

imagindaraxel, se fig.

Punkten (a,b) i planet identifieras alltsa med det komplexa talet

z=a+ jbitalplanet.

Detta sétt att ange det komplexa talet kallas rektangulér form.

Denna geometriska tolkning ger dessutom ett nytt sétt att representera komplexa tal, ndmligen polar form.

Eftersom & =rcos ¢ och b =rsin ¢ kan det komplexa talet z

skrivas som Z = oS¢+ jrsing =r(cosp+ jsing),

vilket med Eulers formel blir

\

Harar r = |Z| =+va’+b? det komplexa talets absolutbelopp och ¢ dess argument for vilket géller

tan _b
¢ a

Detta gor att foljande géller for argumentet ¢

arctanE a>0 b>0
a
b o
arctan —+180 a<0 b>0
a
p=argz=
arctan9—180° a<0 b<0
a
b
arctan— a>0 b<0
a
Exempel

Skriv z = 6-ei™7 pa rektangular form.

Losning

1:a kvadranten

2:a kvadranten

3: e kvadranten

4 : e kvadranten

Eulers formel ger z =6-cos140 + j6-sin140° = —4,60+ j3,86

Exempel
Skriv z = -3+ j4 pa polar form.

Re



Ldsning
f 4 . . .
r=v3%>+4% =5 ,2.akvadranten = @ :arctan—3+180 = @=126,9",sdatt z=5.¢28°

Exempel
Skriv z = -12- j5 pa polar form.

Ldsning
r=y(-127 +(-5f =13, 3:e kvadranten = ¢ =arctan _T52—180° = @=-157,4", s att

2 =13.¢7 11574

Komplexa tal adderas och subtraheras da de ar skrivna pa rektangular form.
Komplexa tal multipliceras eller divideras lattast om de &r skrivna pa polar form.

Exempel

Lat z; =3+j4 och z, =2 —j2. Bestdm z; -z, och Ly
Zp

Ldsning

Skriv om pa polar form.
27=5-eP¥1 7 _22.e1% —283.¢71%

217, =561 .22 .e7145 =5.2,/2.¢I531% 7I4¥ 141606313 45) _ 141 i85 —14+j2

. al53,13° i R i R
h_5e _ O i9813 _177 60913 _ 025,175

2, o2.e 045 22




Ovningar

Lat z; =2+j3 och z,=-3+j4 iuppgifternal-3.

1. Bestdm z; och z,.
2. Bestam z; och z, pé polar form.
3. Bestim a. z;+z, b. zZ;-z, ¢ z;+Z, d. zy-z, (svar pa polar form)

z 9 "
e. =L (svar pa rektangular form).
Z3

5+ jk
—-4+j7

4, Bestimk sd att z = blir ett reellt tal.

L&t z, =4e3%" och z, =6e74% juppgifterna5—7.

5. Bestdm z; och z,.

Bestam z; och z, pa rektangular form.
7. Bestdm z; -z, och z; +z,.
Svar

1 7;=2-13 7,=-3-j4
2. 2+j3=413ei%03  _34j4 =5ell269

3. a -1+j7 b 5+j7 ¢ -1-j d 325778 e 0,239-j0,680
4, k=-8,75

5 2_1:49*1'30" 7, =4 j45°

6

6 .
2 :f_Jf

7. z1-2, =24c0s15° —j24sin15° =23,2-j6,21 71+, =2\/3+i+j(2 —%}

V2

6. 21=2\/§+j2 z



